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Resume. On demontre que le rapport signal a bruit, si important en theorie de I'in- 
formation, devient sans objet pour des communications numeriques oil 

- les symboles modulent des porteuses, solutions d'equations differentielles li- 
neaires a coefficients polynomiaux ; 

- de nouvelles techniques algebriques d'estimation permettent la demodulation. 
Calcul operationnel, algebre differentielle et analyse non standard sont les principaux 
outils mathematiques. 

Abstract. The signal to noise ratio, which plays such an important role in information 
theory, is shown to become pointless in digital communications where 

- symbols are modulating carriers, which are solutions of linear differential equa- 
tions with polynomial coefficients, 

- demodulations is achieved thanks to new algebraic estimation techniques. 
Operational calculus, differential algebra and nonstandard analysis are the main ma- 
thematical tools. 

Key words. Signal to noise ratio, information theory, digital communications, opera- 
tional calculus, differential algebra, nonstandard analysis. 
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1 Introduction 



Le rapport signal/bruit, que I'on retrouve dans les formules de la theorie de I'in- 
formation, telle qu'elle s'est imposee depuis Shannon (voir [29l [30] et, par exemple, 
dans la vaste litterature sur le sujet, pi [3l ISl Ffl 126)1. est un ingredient fondamental 
pour definir la qualite des communications. Le but de cette Note est de demontrer 
qu'une nouvelle approche de I'estimation rapide et du bruit (voir jllj et sa bibliogra- 
phie) rend ce rapport sans objet dans un certain cadre numerique. Revoyons, done, 
le « paradigme de Shannon ». Le symbole a transmettre (voir, par exemple, [TTl I26| ) 
module une porteuse z(t), solution d'une equation differentielle lineaire a coefficients 
polynomiaux '^f^„i^CLi'{t)z^^\t) = 0, Ui, G C[t]. La plupart des signaux utilises en pra- 
tique, comme une somme trigonometrique finie X^fj^;^ sin(tJtt+(/5t), un sinus cardinal 
ou un cosinus sureleve , A^,LOi,ip^,u} € R, verifient une telle equation, qui 

se traduit dans le domaine operationnel (cf. [33J), pour t > 0, par 



ou 7 G C[s] est un polynome dont les coefficients dependent des conditions initiales en 
t = 0. La demodulation revient, alors, a estimer certains des coefficients de On y 
parvient, ici, grace a des techniques algebriques recentes (cf. [T4| ITSl). 

Un bruit, selon [llj . est une fluctuation rapide, deflnie dans le langage de I'analyse 
non standard, que nous ne rappellerons pas ici (voir aussi |19| et sa bibliographie). Les 
calculs du §|4]sont effectues avec une somme finie de sinusoides a tres hautes frequences 
et un bruit blanc, dont la definition non standard, a comparer avec celle de [IJ, clarifie 
I'approche usuelle des manuels de traitement du signal. lis demontrent la possibilite 
d'obtenir de « bonnes » estimations avec des bruits « tres forts », c'est-a-dire de 
« grandes » puissances, fait confirme par des simulations numeriques et des expriences 
de laboratoire (voir, par exemple, [H [20] EH [31] [32] et certaines references de [IT]). 
Les imperfections, inevitables en pratique, proviennent de I'implantation numerique 
des calculs, notamment de celui des integrales (cf. [201 121)1. des interferences entre 
symboles (voir [2] [l7] [25l [26] et leur bibliographie), et du fait que les bruits ne sont 
pas necessairement centres (voir a ce propos le § 3.2.2 de [.11,]). 

Calcul operationnel et algebre differentielle aux §[2]et[3l analyse non standard au 
§[4] sont les principaux outils mathematiques. 

Remarque 1 Avec des signaux analytiques par morceaux (le sens du mot analytique 
est celui de la theorie des fonctions et non pas, ici, celui usuel en traitement du signal 
(cf. fR\25[ [26^ }}. qui ne satisfont pas d'equations dijferentielles connues a I'avance, on 
utilise, selon les memes principes algebriques, des derivateurs numeriques a fenetres 
glissantes pour obtenir les estimations (voir \21^ . fl3^ . leurs exemples et bibliographies). 
On ne peut, alors, esperer les memes resultats que precedemment. 

Remarque 2 La possibilite de liens entre theorie de I 'information et mecanique quan- 
tique a ete examinee par divers auteurs (voir, par exemple, |3 [H \16^). Rappelons a 
ce propos que I'approche du bruit en fll^ a dejd conduit a une tentative nouvelle de 
formalisation du quantique JJBj- 




(1) 



fii 
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2 Identifiabilite 



2.1 Equations difFerentielles 

Renvoyons a [8] pour des rappels sur les corps, differentiels ou non. Soit ko le corps 
de base de caracteristique nulle, Q par exemple. Soit feo(0) le corps engendre par un 
ensemble fini = {9i, . . . ,9g} de parametres inconnus. Soit k la cloture algebrique 
de ko{&). Introduisons le corps k{s) des fractions rationnelles en I'indeterminee s, que 
Ton munit d'une structure de corps differentiel grace a la derivation ^ (les elements 
de fco, de et, done, de k, sont des constantes). Tout signal x, x ^ 0, est suppose 
satisfaire une equation differentielle lineaire homogene, a coefficients dans k{s), et done 
appartenir a une extension de Picard-Vessiot de k{s). 

Remarque 3 II suffit pour se convaincre de I'existence d'une telle equation homogene 
de deriver les deux membres de suffisamment de fois par rapport a s. 

L'anneau non commutatif k{s)[-j^] des operateurs differentiels lineaires a coeffi- 
cients dans k{s) est principal a droite et a gauche. Le [^]-module a gauche engen- 
dre par a; et 1 est un module de torsion (cf. \22\). et, done, un fc(s)-espace vectoriel de 
dimension finie, n+1, n > 0. D'ou le resultat suivant qui semble nouveau (cf. OUT]) : 

Proposition 2.1 II existe un entier minimal n > 0, tel que x satisfait I'equation 
differentielle lineaire, d'ordre n, non necessairement homogene, 



oil les polynomes p,qo, ■ ■ ■ ,qn G k[s] sont premiers entre eux. Cette equation, dite 
minimale, est unique a un coefficient multiplicatif constant non nul pres. 

2.2 Identifiabilite lineaire projective 

Rappelons que I'ensemble = {^i, . . . , 6g} de parametres est dit (cf. [141115) 1 

- lineairement identifiable si, et selement si. 



- les entrees des matrices 21, carree g x g, et 33, colonne g x 1, appartiennent a 




(2) 




(3) 



oil 



spanj^^(^)[_^](l,a;); 
- det(2l) / 0. 



Reecrivons ^ sous la forme suivante : 



- projectivement lineairement identifiable si, et seulement si. 

- il existe un parametre, 9i par exemple, non nul, 

- I'ensemble {^, . . . , ^} est lineairement identifiable. 




3 



ou les A?^ + 1 coefficients a^^ et les M coefficients appartiennent a k. La matrice 
carree 9K d'ordre iV + Af + 1, dont la 5™= ligne, 0<i<N + M, est 

est singuliere d'apres ([l]) et (H)). La minimalite de ^ permet de demontrer selon des 
techniques bien connues sur le rang du wronskien (cf. [H [27]) que le rang de 9Jt est 
N + M. II en decoule : 

Theoreme 2.2 Les coefficients a^j^ et 6k de ^ son< projectivement lineairement 
identifiables. 

Corollaire 2.3 Posons x — , ou les polyndmes p,q £ k[s] sont premiers entre 
eux. Alors, les coefficients de p et q sont projectivement lineairement identifiables. 

II est loisible de supposer I'ensemble des parametres inconnus & = {6*1, . . . ,9g} stricte- 
ment inclus dans celui des coefficients a^v et &k de Q, et done lineairement identifiable. 



3 Perturbations et estimateurs 



Avec une perturbation additive w le capteur fournit non pas x mais x + w. Soient 
R = fco(0)[s](feo[s])~^ I'anneau localise (cf. [l^) des fractions rationnelles a numfira- 
teurs dans fco(0)[s] et denominteurs dans fco[s], et ^[^] I'anneau non commutatif des 
operateurs differentiels lineaires a coefficients dans R. On obtient, a partir de ([3]), la 

Proposition 3.1 Les parametres inconnus verifient 



a 



/ 6^ \ 



\0, J 



(5) 



oil les entrees de £, 



matrice colonne Q x 1, appartiennent a span^j_d_j (w) . 



On appelle (HJ un estimateur. II est dit strictement polynomial en ^ si, et seulement 
si, toutes les fractions rationnelles en s, rencontrees dans les coefficients des matrices 
a, 03, C de (HI, sont des polynomes en ^ sans termes constants. On pent toujours s'y 
ramener en multipliant les deux membres de (H} par une fraction rationnelle de feo(s) 
convenable. On aboutit, alors, dans le domaine temporel, aux estimateurs consideres 
en si Ton suppose I'analyticite du signal : 



S{t) {[e,]e{t) -e.)=^c f ... f ^ f ' r^w{Ti)dTidT2 . . . dr^ i=l,...,g (6) 

finie •'0 •'0 •'0 

U 

- c est une constante, 

- [0,t] est la. fen etre d' estimation., de largeurt, 

- S(t) est une fonction analytique, appelee diviseur, nuUe en 0, 

- [5]e(t) est I'estimee de 9 en t. 
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4 Bruits 



Renvoyons a [28] et [9] pour la terminologie de I'analyse non standard, deja utilisfee 
en [n]. On trouvera une excellente introduction a cette analyse en [19]. Les proposi- 
tions [4TT] et |4]3] ci-dessous affinent la proposition 3.2 de ou les estimations sont 
obtenues en temps fini, court en pratique. 

4.1 SinusoTdes hautes frequences 

La perturbation du §[3] est une somme finie '^^^^.^ALsm{Qit + (fL) de sinusoides, 
dont les frequences Sit > sont illimitees : c'est un bruit centre au sens de [llj. Des 
manipulations elementaires des integrales iterees ^ conduisent a la 

Proposition 4.1 Si 

- les quotients ^ sont infinitesimaux, 

- la largeur de la fenetre d 'estimation est limitee et n'appartient pas au halo d'un 
zero du diviseur, 

les estimees des parametres inconnus, obtenues grace a (B^, appartiennent aux halos de 
leurs vraies valeurs. II n'en va plus de meme si I'un des quotients ^ est appreciable. 



Corollaire 4.2 II existe des valeurs illimitees des amplitudes Ai , v^ni par exemple, 
telles que les estimees precedentes appartiennent aux halos des vraies valeurs. 

4.2 Bruits blancs 

Designons par *N, *R les extensions non standard de N, R. Remplagons I'intervalle 
[0, 1] C R par I'ensemble hyperfini I = {0, . . . , 1}, ou TV G *N est illimite. Un 
bruit blanc centre est une fonction w : I *R, 1 1— > = An{i), ou 

- ^ G *R, ^ > 0, est constant, 

- les n(t) sont des variables aleatoires reelles, supposees centrees, de meme ecart- 
type 1 normalise, et deux a deux independantes. 

Remarque 4 Cette definition, qui precise est inspiree de publications d'ingenieurs 
sur le bruit blanc en temps discret (voir, par exemple, 125]). Elle simplifie, a la maniere 
de lEEj, I'approche en temps continu usuelle dans les manuels de traitement du signal 
(voir, a ce sujet, JM. [7i 1^51 \26^ et leurs bibliographies). Rappelons que cette approche 
continue est basee, en general, sur I'analyse de Fourier et renvoyons, a ce sujet, a J 10^ . 

Comme au S 14.11 il vient : 

Proposition 4.3 Si 

- le quotient est infinitesimal, 

- la largeur t, t G I, de la fenetre d'estimation n'appartient pas au halo d'un zero 
du diviseur, 

les estimees des parametres inconnus, obtenues gr&ce a appartiennent presque 
sUrement aux halos de leurs vraies valeurs. II n'en va plus de meme si le quotient ^ 
est appreciable. 



Corollaire 4.4 II existe des valeurs ilUmite.es de A, V N par exemple, telles que les 
estimees precedentes appartiennent presque sUrement aux halos des vraies valeurs. 
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Remarque. 5 II est loisihle de remplacer Vindependance de n{i) et n{L'), t ^ l' , par le 
fait que I'esperance du produit n{t)n{i') est infinitesimale. 

Remerciements. L'auteur exprime sa reconnaissace a O. Gibaru (Lille), M. Mboup 
(Paris) et a tous les membres du projet ALIEN, de I'INRIA Futurs, pour des echanges 
fructueux. 
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